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L'ISOMORPHISME ENTRE LES TOURS DE LUBIN-TATE ET DE 
DRINFELD AU NIVEAU DES POINTS 

par 

Laurent Fargues 



H 

^^ , ' Resume. — Dans cet article on construit Pisomorphisnie entre les tours dc Lubin-Tato et de 

* ' Drinfcld au niveau des points de ccs espaces. Les points considcres sont ccux intervenant dans la 

'"^ theorie dcs cspaccs analytiques de Berkovich. 

c^ ' 

Abstract. — In this article we construct the isomorphism between Lubin-Tate and Drinfcld towers 
at the level of points. The points we consider are the one of the theory of analytic spaces in the sens 
of Berkovich. 

T-H ■ 

> 

m 

^^ ' Introduction 

^T , Le but de cet article est de demontrer I'existence de risomorphisme entre les tours de Lubin- 

Tate et de Drinfeld au niveau des points c'est a dire de decrire la bijection correspondante. Nous 
nous inspirons bien sur de [4] (cependant I'auteur ne garantit pas que la bijection decrite coincide 

- ^ ' avec celle dc [4] qu'il n'a pu completement comprendre). 

''pi , Cet isomorphisme n'est pas algebrique : un Q^-point peut s'envoyer sur un Cp-point ne 

2 [ provenant pas d'un Qp-point. C'est pourquoi nous devons travailler avec des points a valeurs 

dans de "gros corps" du type Cp. Par points nous entendons done ceux intervenant par exemple 
dans la theorie des espaces analytiques de Berkovich : ce sont ceux a valeurs dans un corps value 
complet pour une valuation de rang 1 extension de Qp. 

La simplification par rapport a la construction de I'isoniorphisnic dans le cas general provient 
de ce que I'on n'a pas a introduire d'eclatements admissibles ou de modeles entiers particuliers des 
espaces de Lubin-Tate et de Drinfeld : si K\Qp est value complet pour une valuation de rang 1 les 
points a valeurs dans K de la tour de Lubin-Tate et de Drinfeld sont definis independamment du 
modcle entier. En particulicr cet article est indcpcndant de la construction du schema formel de 

[6]. 

L'utilisation de corps values pour dcs valuations non-discretes a corps rcsiduel non forccment 
parfait introduit des problcmes de theorie de Hodge p-adique non disponibles dans la littcrature. 
Les resultats associes peuvent se deduire de I'approche utilisee dans [3]. Nous ne les demontrons 
pas dans cet article mais nous y consacrons un appendice dans lequel nous y exposons les resultats 
auxquels on peut parvcnir en utilisant les mcthodcs dc [3]. L'autcur y consacrcra un article plus 
general ([8]). 

L'un des autres problemes auquel on est confrontc est le fait que Ton travaille avec des O- 
modules formels, le cas usuel correspondant a O = Zp. Pour y remedier on applique la theorie des 
O-extensions vectorielles universelles developpee dans I'appendice B de [6]. Tres peu est necessaire : 
seules les sections un a quatre de ce cet appendice sont utilisces, nous n'utiliserons pas le fait que le 
cristal algcbre de Lie de la O-extcnsion vectoriellc universelle s'etend aux O-puissances 7r-divisees. 
qui est la partie delicate de I'appendice B de [6]. L'utilisation de cette theorie relative a O rend 
la redaction des problemes relies purement formels. Seul le cas dc l'utilisation des theoremes de 
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comparaison cristallins n'est pas redige dans ce cadre relatif : I'auteur n'a pas eu le courage de 
developper la theorie des anneaux de Fontaine obtcnus en remplagant les vecteurs de Witt par les 
vecteurs de Witt ramifies... 

Dans cet article nous donnons deux descriptions differentes de risomorphisme. La premiere 
dans le chapitre 9 est la plus simple. La secondc dans Ic chapitre 12 est plus alambiquee mais 
s'adapte mieux au cas relatif (on renvoie a I'introduction du chapitre 12 pour plus de details). 

Avant de decrire succinctement la bijection rappelons quelques faits sur les espaces de Lubin- 
Tate et de Drinfeld associes a F\Qp. Flagons nous au niveau des points de ces espaces. Soit 
D I'algebre a division d'invariant ^ sur F. La tour de Lubin-Tate ('CTr-)kcgl„(C'f) ®^^ ^^^ 
tour indexee par les sous-groupes ouverts K de GL„(C'i?) munie d'une action "horizontale" de 
D^ (sur chaque element de la tour) et verticale (par correspondances de Hecke) de GL„(F). 
Soit CTqc = lini CTk (cela a bien un sens au niveau des points) qui est muni d'une action de 

K 

GL„(F) X D^ . EUc forme un pro-revetement de groupe GL„(C'_f) 



CT^ 



K 



CTk \GL„{Of) 



c^ 



'CTgi,„(Op)^]J^B"-i 



ou CTqi^^{^Qp) est I'espace de Lubin-Tate sans niveau (unc union disjointes dc boules p-adiques 
ouvertes de dimension n — 1 car on travaille en fait avec des espaces de Rapoport-Zink et non les 
espaces de Lubin-Tate classiques) qui classifie des deformations de groupes formcls de dimension 
1 et CTk est obtenu en trivialisant partiellement le module de Tate de la deformation universelle 
au dessus de CTqi^^/q^^ (on force la monodromie sur le module de Tate a vivre dans K). 

On a done >C7^/GL„(C'i?) = JJ^ B""-^. II y a de plus unc application des periodes de Hodge-De- 
Rham CTk — > p"-i donnee par la filtration de Hodge du module filtrc dcfinissant la deformation 
et dont les fibres sont les orbites de Hecke. Et done CTao/GLn{F) = P"^^. 




GL„{Of) 



GL^iF) U 



II y a unc description du meme type pour la tour de Drinfeld. L'espace de Drinfeld en niveau infini 
Vroo est muni d'une action dc GL„(F) x D^ . Taction de GL„(F) est "horizontale" sur chaque 
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element do la tour. II y a un diagranimc pour K C O^ un sous-groupc ouvcrt 




Uz^ 



GL„{F 



L'application des periodes de Hodge-De-Rham n'est rien d'autre que la projection de JJz ^ ^^^ 
fi, c'est a dire le quotient par D^ /O^ = H^. 

Les deux applications inverses Tunc de I'autrc entre CT^o et 2?roo sont construites en deux 
etapes. 



CT^ 



^Vr,, 



HodgG-Dc-Rhan 




Hodgc-Dc-Rha 



On commence par construire une application de periodes de Hodge- Tate d'un des espaces en niveau 
infini vers I'espace des periodes de Hodge-De-Rham de I'autre espace (les fleches diagonales dans 
la figure precedente). Les periodes de Hodge- Tate sont donnees par la rigidification du module de 
Tate (le fait qu'on ai fixe une base de ce module au sommet de la tour) et la suite de Hodge- Tate, 
contrairement aux periodes de Hodge-De-Rham donnees elles par la rigidification de la cohomologie 
cristallinc (I'isocristal du groupc p-divisible) et la filtration de Hodge. Puis on relcve la fleche en 
niveau infini en utilisant la thcorie de Messing qui pcrmet de construire des elements dans le 
module de Tate en les construisant modulo p. 

Nous n'expliquerons pas d'avantage cc dernier point dans I'introduction, mais afin d'en donner 
un avant-goiit citons Ic point clef suivant : soit K\Qp une extension valucc complete et H un groupe 
p-divisible sur Ok ■ Notons fj = Spec(i4'). Alors le module de Tate de H admet deux definitions : 
I'une en fibre generique, la definition usuelle 

TpiH)= lim iJ[p"](7?)=Hom((Qp/Zp,H^) 



I'autrc modulo p 



Tp{H) = { / e Hom(Qp/Zp, H ® Oj^/pOt^) \ /,(!) G FilLie(^(i7)) ® O^ } 



oil Lie E{H) designe I'algebre de Lie de I'extension vectorielle universelle de H muni de sa 
filtration de Hodge et /* : O— — > Lie E{H) ® O— est le morphisme induit sur les cristaux de 
Messing evalues sur I'epaississement a puissances divisees O— -^ Oj^/pOj^. La demonstration est 
un jeu base sur ces deux aspects : fibre generique et modulo p. Les deux groupes p-divisibles sur 
¥p que Ton deforme pour dcfinir les espaces de Lubin-Tate et de Drinfeld sont relies modulo p, 
I'un est isogene a un produit d'un nombre fini de copies de I'autre, et Ton peut ainsi "transferer" 
des elements du module de Tate sur une des tours vers I'autre. 



Une autre interpretation de cet isomorphismc est donnce dans la section 10. On peut associer 
a un point de I'une des deux tours en niveau infini une matrice de periodes dans M„(i3j^j^). En 
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efFet, pour la tour de Lubin-Tatc Ic theoreme de comparaison cntrc cohomologie cristalline et 
cohomologie etale p-adique pour les groupes p-divisibles fournit une matrice de periodes Xcrts a 
coefficients dans -Bj^j^ une fois que Ton a fixe une base du module de Tate (la rigidification en 
niveau infini) ct une base du module de Dicudonne (la rigidification definissant la deformation) 



3+. 

ens 



\.CT , 



Bt 



Pour la tour de Drinfeld il y a un isomorphisme de D ( 

D ®Q, B+„, -^Vp® B+„^ ^ ©^-^ B+ 



(B. 



+ . ) 

cris J 



i?^,jj,-modules en niveau infini 



Di 



B^. 



utilisant la Z?-equivariance de I'isoniorphisnie des periodes cristalline on en deduit une matrice 
Ycris G ^^"(^CT-is) comme precedemment. 

L' isomorphisme entre les deux tours consiste alors a prendre la transpose de ces matrices de 
periodes 

V * Y 



Si Xcris designe la matrice do periodes sur i27^ sa reduction modulo I'ideal d'augmentation 

cris 



O^, X, est telle que les colonncs de X cngcndrent les periodes do Hodge-De-Rham et 



ses lignes les periodes de Hodge- Tate ! 

Pcriodci 



do HodgG-Dc-Rhan 



dc Hodge- Tato 



Transpose dcs pcriodc; 

M/ 7d4- \ cristalliiiGS 
niBJ„s)^ 



■Vrr. 



Mn{K) 



Im'A:^ 



dc Hodge- TatG 



Ara X 



dc Hodgc-Dc-Rha 



pn-1 -;■■■■■ "■■■■^VL 

(les deux fleches Mn{K) — > pn-i q\^ Mn{K) — > il ne sont dcfinics que sur le sous-ensemble des 
matrices dc rang n — 1). Dans le diagramme precedent Timage dcs deux fleches "Periodes cristalli- 
nes" sont les matrices Xcris G ^^n(-^iis) verifiant une equation fonctionncUe "a la Fontaine" du 
type 

ou ^E* G GL„(VF(Fp)[i]) est la matrice d'un Frobcnius sur un certain isocristal, X^^^^ est obtcnue 
en appliquant le Frobcnius cristallin aux tcrmes de la matrice et la reduite via B'^^^^ — > K, 
X e Mn(K) verifie 

rang(X) = n — 1 



Prerequis : La chapitre 3 fournit les rappels necessaires concernant les espaces de Lubin-Tate 
et de Drinfeld. Le seul prerequis non rappele est la theorie de la deformation de Grothendieck- 
Messing (jll]/ 

Avertissements : Dans tout I'article on supposera p j^ 2. II est conseille au lecteur de supposer 
en premiere lecture que O = Ijp. 



Remerciement : L 'auteur remercie Jean Frangois Dat qui, d partir d 'une version preliminaire 
de cet article, a donne un expose sur le sujet au groupe de travail de I IHES au printemps 2004 ^t 
ainsi suggere des ameliorations. 
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1. Decomposition de Hodge- Tate des groupes p-divisibles dans le cas infiniment 

ramifie 

Soit K\Qp un corps value complct pour unc valuation a valcurs dans M ctcndant ccUc dc Qp. 
Le theoreme suivant so deduit du thcorcmc A. 5 de I'appendicc, lui nicmc dcmontrc dans [8]. 

Theoreme 1.1 ([8]). — Soit G un groupep- divisible sur Ok- H y a une decomposition de Hodge- 
Tate : une suite de Gal{K\K) -modules continus 

0~^uj*a<E> 0^(1) ^ Tp{G) ®z^ O^ -^ ^qo (g) O^ —^ 

dont la cohovfiologie comme suite de 0^-m,odules est annulee par pp-^ . Si Oko C Ok est un 
anneau de Cohen il existe des morphismes Okq -Uneaires Galois equivariantes des deux cotes de 
la suite exacte tels que composes avec les applications de droite et de gauche on ohtienne la mul- 
tiplication par un element de valuation p-adique —^. 

Bien sur la suite est dcfinie sans recours a la theorie de Hodge p-adique, celle-ci ne sert que pour 
demontrer que la cohomologie de la suite est annulee par tout element de valuation superieure ou 
egale a —^. Rappelons en efFet que 



aa : Tp{G) -^ LOGO (S O^ 

est defini de la fagon suivante : pour x E Tp{G) = Hom(Qp/Zp, G/o—) celui ci donne par dualitc 
de Cartier un morphisme 

D ^D 

X . "-f/o-j^ ^ l''P°° 
sur Spec(C'-j^); done sur Spf(C'^). II induit un morphisme 

(x^)* : O^ > LOGO ® O^ 



et alors 



aGix) = ix^r^ 



L'application Wg. (g 0—{l) — > Tp(G) ®i O— est definie par dualisation de ac-o, c'est *a(5D(l) 
apres identification de Tp{G^) avec Tp(G)*(l). 

Remarque 1.2. — Lorsque K\Kq est de degre fini il existe de telles quasi-sections Oif-lineaires 
telles que les composees donnent la multiplication par un element de valuation -^j + Vp {'Dk/Ko ) 
oil V designe la difi^erente. cf. [9]. Cela pent s'obtenir avec les methodes precedentes en calculant 
I'annulateur de t dans un gradue de Acris ®Ok ^k- Dans notre cas infiniment ramifie cette suite 
exacte n'est en general pas scindee apres inversion de p, il n'y a pas de decomposition de Hodge- 
Tate ; I'obstruction provient de la Connexion de Gauss Manin et du fait que f^]^ ,^ ^ alors que 
cc module est nul dans Particle [9]. Un tel theoreme ne peut s'obtenir par les methodes de [9] qui 
sont purement "de Rham" : il faut utiliser les proprictcs cristallines de certains objets associes aux 
groupe p-divisibles. 

Remarque 1.3. — Si pour une extension K' de K contenue dans K Taction de Gd\{K\K) sur 
Tp{G) se factorise via Gd\{K'\K) il y a alors une decomposition de Hodge- Tate sur K' c'est a dire 
une suite 

Q^w*G® 0^,{l) ^ Tp{G) ®z, O^, -^ wgo ®0^,^0 

dont la cohomologie est annulee par tout element de valuation > -^. Cela resulte de ce que 
la suite peut ctrc dcfinie sans recours a la theorie de Fontaine comme ci-dessus et que O— est 
fidelement plat sur Oj^, ■ 
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Soit Lie E{G) I'algcbrc de Lie de I'extcnsion vcctoricUc univcrselle de G. Ellc posscdc unc 
filtration donnee par la partie vectorielle 

— y ujg^ — ' UeE{G) — > cj^ — >0 
Alors, I'application de Hodge- Tate ac se dccrit egalement dc la facon suivante 

Hom(Qp/Zp, G) ^ RompMre (UcE{Qp/Zp), Lie E{G)) = Homo,, {Ok, c^g") ^ ^g° 

/I -/(I) 

puisquc LicE{Qp/Zp) = FilLie£:(Qp/Zp) == Ok- 

1.1. Decomposition de Hodge- Tate d'un O- module 7r-divisible. — On reprend les no- 
tations de I'appendice B de [6]. On y note F une extension de degre fini dc Qp et O = Op son 
anneau des entiers. 

Soit K comme dans les sections precedentes et supposons que K\F. Soit G un O-module 
TT-divisible sur Ok, c'est a dire un groupe p-divisible muni d'une action de O induisant Tac- 
tion naturelle sur son algebre de Lie. Soit la suite exacte de Hodge- Tate definie dans la section 
prcccdcntc 

— >Lu^®K — > Vp{G) 0Qp if — > iVGo ®~K — > 

II s'agit d'unc suite de O Cx)^ O/^-modules. 

Rappclons ([6]) que Ton pose 

u)GD = uoGD/I.LicE{G) ou / = ker(0 ®Zp Ok -» Ok) 

qui est la partie vectorielle de la O-extension vectorielle universelle de G. Rappelons en effet que 
si 

— > V{G) — > E{G) — >G — > 

est I'extension vectorielle universelle de G alors la 0-extension vectorielle universelle est le poussc 
en avant par I'application V{G) -» V{G)/I.LicE{G) de cette extension. 

Considerons le diagramme 



^ uj*G®K ^ Vp{G) ®Qp K ^ ujgo ® K ^ 

I ;; 

Vp{G)®FK ^oJGo ®~K 

Proposition 1.4- — La suite 

— >ujg«iK — > Vp{G) ®fK — >5gd (g)^ — >0 
extraite du diagramme precedent est exacte. 

Demonstration. La surjectivitc de I'application dc droite est clairc. De plus la composce des 
deux applications est nuUc. D'aprcs la rcmarquc B.9 dc I'appendice B dc [6] 

dimwg A' + dim ujgd ® K = dim V^(G) ®f K 
II suffit done dc montrer que I'application de gauche est injective c'est a dire 

io*G®^r\i.Vp{G)®ii^% = o 

Mais ![-] est un produit de corps, il existe done e G ![-] tel que e./[i] = /[-]. Mais I[-].ijjG®K = 0, 
d'oii le resultat. D 
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Remarque 1.5. — Commc dans la section precedents I'application Honic)(F/Oi?, G) — > ^g° 
se definit de la fagon suivante en termes de la O-extension vectorielle universelle Ea{G) : si 
X : F/Of — > Gqk alors il induit un morphisme x» : Ok — > Lie(-Eo(G)) puisque Os/s le 
faisceau structural du site cristallin s'idcntifie au cristal algebre de Lie de la O-extension vectorielle 
universelle de F/Op- 



2. Proprietes particulieres de I'application de Hodge- Tate pour les groupes 
p-divisibles formels de dimension un 

On reprend les notations de la section precedente. 

2.1. Les periodes de Hodge- Tate vivent dans I'espace de Drinfeld. — Nous utiliscrons 
la proposition suivante afin de definir I'isoniorphisnie au niveau des points. 

Proposition 2.1. — Soit G un groupe p-divisible sur Ok- Considerons la suite de Hodge-Tate 
deG" 

— > c^^o ® 0-(l) -^ Tp[Gy{l) ®z, O^^L0G®O^^Q 

et plus particulierement I'application oiqd : Tp(G')*(l) — > ujg®0—. Si G est un groupe p-divisible 
formel c 'est a dire si sa fibre speciale Gk ne possede pas de partie etale alors I 'application Uqd 
est injective. 

Demonstration. Si x : Qp/Zp — > ^/o— ^^ ^^ ■ ^ /o— — ^ /^p=° alors, x = Q ^ x^ = 0. De 
plus, G etant formel x^ = ssi I'application tangente associee est nuUe, d'oii le resultat. D 

Corollaire 2.2. — Soit G un O-module n-divisible formel de dimension 1 sur Ok- Notons O C 
P(T^(G)*(1)) I'espace de Drinfeld au sens de Berkovich obtenu en enlevant les hyperplans F- 
rationnels. Alors, avec les notations precedentes 

iVp{G)*{l) (g>FK -» LOG (E>K) en(K) 

2.2. RafRnement, d'apres Faltings. — 

Remarque 2.3. — Soit G un groupe p-divisible sur Spf(Ox) et 

— > LOGO — > E{G) — >G — > 
son extension vectorielle universelle sur Spf((C'/<-). Alors, si 

E{G){0^) = lim E{G){0^/p-0^) 

G(O^) = lim G(0^/p"0^) 

n 

il y a unc suite exacte 

Q—.u:go®0^^ E{G){0^) -^ G{0^) -^ 

Cela resulte aisement de la lissitc des morphismes E{G) — > G rcduits mod O-^ y^ pour tout 

•^ G Q>o ct de la surjcctivitc sur k. Nous n'auront besoin de ccla que pour Qp/Zp pour Icquel les 
points a valours dans unc Zp-algebre de i?(Qp/Zp) sont {R ® Qp)/Zp, et cela est done evident. 

Lemme 2.4. — Soit G un groupe p-divisible sur Ok. Notons 

aG : rp(G) ^ ujGn O^ 

I'application de Hodge-Tate. Soit x = {xn)n>i £ Tp{G) ou Xn G G[p"](C'-j^). Soit k un entier 
positif. Alors, aG{x) S p^ojqd O— ssi Xk se releve en un point de p'' -torsion dans I'extension 
vectorielle universelle de G i.e. un point de E {G)[p"'](0—) . 
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Demonstration. Considcrons Ic diagramme 

O^ ^ {O^ © Qp)/Zp 

E{x) 







-s~ U!qo 



K 

xaaix) 

)04 



-^0 



GiO^) 






-^0 



L'element x^ G G\p \ se releve en un element xu = E{x){[{0,p )]) € E(G){0^) et de plus 
Les relevements de Xk a E{G){0—) formant un loqd ® O^-torseur le resultat s'en deduit. 



D 



La proposition qui suit s'applique en particulier aux groupcs p-divisiblcs fornicls dc dimension 
1 et est une legere amelioration d'un resultat de Faltings. 



Proposition 2.5 (Faltings). 

suite de Hodge-Tate de G^ 



Soit G un groupe p-divisible formel sur Ok- Considerons la 







■JQD 



0^(1) -^ Tp(G)*(l) (^ O^ "^"^^"^ : LOG ® O. 



K 







Supposons qu'il existe un groupe p-divisible isocline H sur k de hauteur h tel que Ij^k ^-> End{Hj^) 

et une isogenic p : H (E)k Ok IpOk > G ® OkIpOk telle que p"p~^ soit une isogenic. Alors, si 

on note pour AI un "reseau" et m G M 5{m) = sup{fc | p^^m E AI} on a 

Va; e Tp(G)* (1) S{x) < S{aGO (x)) < S{x) +n+l 

Demonstration. Tout repose sur le lemmc precedent. On peut supposcr k algcbriqucmcnt clos. 
Soit Hq un relevement CM. par Zph de ii^ a W{k). 

Soit X G Tp{G^) \pTp{G^). Supposons que aQD{x) G p'"-^^ujg ® O^. Le lemme precedent 
implique que x„+i G G^[p"+^](C'-j^) se releve en un element 

S^, e EiG^'W^+'KO^) 



K 



K' 



II resulte de la nature cristalline de I'extension vectorielle universelle que p^ et (p"p ^)^ — 
p^{p^)~^ se relevent en des morphismes 



EiH^) 



Eip^ip" 



/Ok 



ZE{G^) 



E{p"} 



tels que E{p^)E{p"{p^)-^) = p" et E{p"{p^)-^)E{p^) = p". Considerons l'element y 
E{p^){S^,) e i?(iJo^)r+i](0^). Alors, 



K' 



y^^ 



car sinon on aurait 

mais via E{G^) — > G^, p".tJ^ ^-> xi G G[p]^ ce qui est en contradiction avec xi f^ 1 puisque 
x^pTp(G^). 

Done, 3z G E{H^)[p]{0^), z^O. Soit w G Ho[p]^{0-j^) son image. On a w 7^ car 



K' 



kcTiE{H^)[p]{0 



HoipfiO^)) 



(^Hn 



d^ 



K' 







Soit L '. Kj^h 



End(i7Q ) Taction CM. obtenuc par dualisation dc Carticr de Taction CM. sur 



Hq. Le module de Tate Tp{H^) est Zph-libre de rang 1. Done, i{Ijph).w = ifo[p]^(C7f) qui est 
dans Timage de E{Hq)\p] — > Hq[p\ puisque le morphisme E{H^) -^ H^ est Zph-equivariant. 
Par application du lemme 2.4 on en deduit que 

aHo{Tp{Hl^))^puoHo®0^ 



L'ISOMORPHISME ENTRE LES TOURS DE LUBIN-TATE ET DE DRINFELD AU NIVEAU DES POINTS 9 



ce qui est en contradiction avec le fait que le conoyau du morphisme de Hodge- Tate pour H^ est 
annule par un element de valuation —^. D 

Interpretation : Dans les cas des groupes p-divisibles formels de dimension 1 la proposition 
precedent dit plus precisement que si le point (G, p) est "a distance < n" du centre de I'espace de 
Lubin-Tate alors ses periodes de Hodge- Tate dans I'espace de Drinfeld sont "dans une boule de 
rayon n + 1" dans I'immeuble associe a I'espace de Drinfeld. 

2.3. Formule exacte. — Dans Particle [5] nous donnons une formule exacte plus precise que 
la proposition precedente dans le cas des groupes formels de dimension 1 pour le point associe 
dans I'espace de Drinfeld (cf. coroUaire 2.2). Soit |X| la realisation geometrique de I'immeuble de 

Bruhat-Tits du groupe PGL„. II y a une application s : fl{K) — > |T|. Cette formule exprime 
I'image par s du point dc Hodge- Tate en fonction de la filtration de ramification sur le module de 
Tate du groupe p-di visible. 



3. Notations concernant les espaces de Lubin-Tate et de Drinfeld 

Nous reprenons les notations du premier chapitre de [6]. Rappclons que Ton note O = Op- On 
note L = Wo0^q)Q et a son Frobcnius . 

Soit H un O-module 7r-divisiblc formel dc dimension 1 ct hauteur n sur ¥p qui est dcfini sur 
¥g. On a done H = H*?). On note alors H == Frob, e End(H). Alors, 

Od = Of„ [H] -^U End(e) 
oil I'on pose 

Posons G ~ H" qui est un O-modulc 7r-divisible formel de dimension n ct C-hautcur v? . Munissons 
le d'unc structure de Ou-modulc formel special au sens de Drinfeld en posant 

l-.Od^ End(G) = Mr,{OD) 
tel que 

Va; e Of^ l{x) = diag(.T,a;'', . . . ,a;'^"~') 

et 

i(H) = diag(H,...,H) 

et done 

Va- e Od i{x) = diag(a;,Ha;H-\ . . . , H"-^xH"("-i)) 

Tons les indices dc G sont critiques ct comme element dc PGL„(_F)\ri(Fg) cola definit un point 
dans I'intersection de n composantcs irreductibles de la fibre speciale. II y a de plus une isogenic 
de C-modules 7r-divisiblcs munis d'unc action de Ob 

(1) Id®H®---eH"-i :H" — >G 

de degre g2"("^i) oii Od agit diagonalement sur H" (qui n'est pas special). II y a done un 
isomorphisme d'isocristaux munis d'une action de D 

D(G)q ^^ D(H)5 

oil les modules de Dieudonne sont les modules de Dieudonnc covariants rclatifs a O (il s'agit de 
revaluation du cristal algebre de Lie de la O-extension vectorielle universelle sur Of ^» fc, cf. 
I'appendice B de [6]). 

Convention : Desormais on notera D le module de Dieudonne covariant relatif a O d'un O- 
module tt -divisible note Bo dans I'appendice B de [6] et par cristal de Messing on entendra le 
cristal de Messing O-extension vectorielle universelle defini dans I'appendice B de [6]. 
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3.1. Modules de Dieudonne. — Nous n'utiliserons pas cette sous-section plus tard. 

11 y a unc identification 

D(M) = Od ®Op,. Ol 
muni dc l : Od — > End(EI) tels que si V dcsigne le Verschicbung 

Vd®AeD(EI) V{d(E)X) = dU^X"'' 
WeOd L{d'){d(E>X) = d'd(E)X 

Alors, 

D(G) = Od ®Op Ol 
muni dc son action de l de Od et 

Vd®AeB(G) V{d(E)X) = dlKgjX"'^ 
WeOd L{d'){d(g)X) = d'd(E)X 
Des lors on a un isomorphisme de Oi-modules 

Od^o^Ol ^^ n Od^o^^.^^Ol 



d(g)X I — > {d(E)X)kez/nZ 
Et dans ces coordonnees I'identification D(IEII)" = B((G) est donnce par 

(OD(»o^„Oir — > n '^D®o,„,.-Oi 



fee 

-fe 



{Xk <» Xk)o<k<n~l I > (n XkU ®Afc)fcGZ/nZ 



et I'isogenie (1) par 



(Od^O.^OlT -^ n OD®0,„,<r^OL 

{xk<»Xk)k I — > (a;^!!'' ® Afc)fc 

3.2. Notations concernant les espaces de Lubin- Tate. — Rappelons que I'on note F = i^"'' 
le complete de I'extension maximale non-ramifiee de F dans une cloture algebrique de celui-ci. On 
fixe un isomorphisme entre F^ et le corps residuel de F. Celui-ci induit un isomorphisme L ^ F. 
Neanmoins on ne confondra pas toujours ces deux corps, I'un, L, etant un corps "abstrait" , I'autre, 
F, un corps plongc (un corps reflex). 

Definition 3.1. — Soit K un corps value complet (pour une valuation de rang 1 c'est a dire a 
valeurs dans M) extension dc F . On appellc point a valeurs dans K de la tour dc Lubin- Tate un 
triplet (_ff, p, 77) a isomorphisme pres oii 

- H est un O-module 7r-divisible formel de dimension 1 sur Ok 

- p est une quasi-isogenie EI ^f Ok/pOk ^ H ® Ok/pOk 

- rj : O" ^^ Tp{H) est un isomorphisme dc Gal(ii'|i^)-modules, Ic membre de gauche etant 
muni de Taction triviale de Galois. 

On note M^ [K) cet ensemble qui est muni d'une action de D^ x GL„(Of), 011 D^ agit a gauche 
par d.p = po d~^ et GL„(C'f) a droite par rj.g = rj o g^ et d'une donnee de descente a vers F. 

On renvoie a la section 1.4 dc [6] pour la definition de la donnee de descente a. On verra bicntot 
que cet ensemble est en fait muni d'une action de GL„(_F). 

Remarque 3.2. — Dans la definition prcccdcnte, la definition de 77 peut etre remplacee par : 77 
est un isomorphisme 

r;:©" ^^Homc)(F/0,iJ) 
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Definition 3.3. — On note M.'~'-^{K)/ ~ Tensemble des couples {H,p) comme precedemment a 
isogenie deformant un element de F^ pres i.e. {H,p) ^ {H' , p') ^3f : H — > H' une isogenie et 
un X G F^ tels que le diagramme suivant commute 

/ mod TT" 

H mod TT ^ H' mod tt 

P p' 

H (g) Ok/ttOk -^^ H (g) Ok/ttOk 

Get ensemble est muni d'une action de D^. 

Une definition cquivalcnte consiste a remplacer a isogenie deformant un clement de -F^ pres 
par a isogenic deformant une puissance de tt pros. 

Une troisieme definition equivalente consiste a dire que {H,p) est equivalent a {H',p') ssi il 
existe une quasi-isogcnic / : H — > H' sur Spec(0/f) telle que fp = p' i.e. ssi la quasi-isogcnic 
p'p~^ sur Spcc{Ok/pOk) se releve en une quasi-isogcnic sur Spec(C'if). 

3.3. Notations concernant les espaces de Drinfeld. — 

Definition 3.4- — Soit K un corps value complet extension de F. On appcUc point a valeur 
dans K de la tour de Drinfeld un triplet (G, p, rf) a isomorphismc pres ou 

- G est un OD-module 7r-divisible formel special sur Spf(C'A') 

- p est une quasi-isogcnic O^j-equivariante G ®^ Ok IpOk — ^ G ®Ok ^kIv^k 

- r\ : Od *■ Tp(G) est un isomorphismc de O^i-niodules galoisicns. 

On note M^{K) cet ensemble muni dc son action dc GL„(F) x _D^ ou GL„(F) ~ End£)_cq.(G)Q 

agit a gauche via g.p = pog^^ et O^ agit a droite via rj.d = rjod^^ oii d^^ : Od -—^ Od est d' i-^ 
d'd-^. L'action dc H e D^ est definie par n.(G, p, ri) = {G/G[\l],Lp o p, ry.H) ovap : G ^ G/G[\l] 
et 

Od 1 ^Tp{G) 



Od ^Tp(G/G[n]) 

Remarque 3.5. — On renvoi a la section 1 de [7] pour la definition generalc de Taction d'un 
element de D^ . On notera que {{x,x) \ x G F^} C GL„(F) x D^ agit trivialement. 

Remarque 3.6. — Dans la definition precedente, la definition de rj peut etre remplacee par : on 
se donne un element 

?7(1) e Homc)(F/e', G) \ n.Homc)(F/e', G) 

Remarque 3.7. — Le groupe associc a I'cspacc dc Rapoport-Zink precedent et note G dans [12] 
est dans notre cas {D°pp)^ . Dans la definition precedente on I'a identific a D^ via d i— > d~^ ce qui 
explique que Ton pose d.-q = rj o d^^ alors que la definition usucUc des corrcspondanccs de Hecke 
est pour g € G{Qp), i] ^^ rj o g. 

Remarque 3.8. — L 'identification GL„(F) = Endi)_6q(G)Q se deduit, avec les notations des 
sections qui suivent, dc I'idcntification 

Endi5-cq(G)Q = Endi5_eq (ID)((G)Q,y) = Endo (D(G)^^o'n) 

et d'un choix d'une base de D(G)qq ^ (cf. les section suivantes). 

Definition 3.9. — Gomme dans la definition 3.3 on note A^^''(A')/ ^ Tcnscmblc des couples 
(G, p) a isogenie deformant un clement dc F^ pres. Get ensemble est muni d'une action dc GL„(F). 
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3.4. Quelques rappels sur Drinfeld classique. — Notons 

TV^'- = ]D)(G)q = D®fL 
un isocristal rclativcmcnt a I'cxtcnsion L\F . On a 

Oil relativement a cette graduation deg V = degll = +1. On a dc plus 

D®fL =^ D®F„,a--L 

= L..(rf)(e,) 




ou Gq = 1 ® 1 e I? ®p^^„-i L ct Ca^f, = n (x) 1. Dc plus, avec ces coordonnees 

et 

^r = L.ea,b 

a+b— i 

L'opcratcur 



l^-in : N^"- -^ iVo''" 




de pente et fait dc {N'^'' ^ V^^^II) un isocristal unite : 




a+6=0 


R,appelons maintenant qu'il y a des bijections 




J Sous isocristaux D-stables de " ^ 

N 1 — > 


J Sous i^-ev. de 
1 (]S['Dr\v-^ii 



ou (/3 designe le Frobenius, et pour K\L une extension valuee conime dans le premier chapitre 

Filtrations D-stables de codimcnsion n 1 ^ f Filtrations de codimension 1 dans 1 
dans TV^'- Oi if J ' \ {N^'')V^ (^f K J 

Fil = ®^6z/„zFili I — > Filo 

Alors, (iV ''''', yj, Fil) est faiblement admissible ssi pour tout sous-isocristal A^ C A^'' on a 

tniN, N®LKr\ Fil) < fjv(A, <p) 

oil t//. rcsp. tjV; designe le point terminal du polygonc de Hodge, resp. Newton. L'existcncc dc 
la filtration dc Harder-Narashiman et sa canonicite sur (iV-^'', (p,Fil) impliquent que ccUe-ci est 
D-stable si Fil Test et qu'il suffit done dans ce cas la de tester la condition d'admissibilitc faible 
sur les sous-isocristaux D-stables ([12] chapitre 1). Restreignons-nous aux filtrations Fil Z?-stables 
de codimension n. Via les deux bijections ci dessus on trouve aisement : 

Fil C iV^'' ®L K telles que (A^^ v?, Fil) 1 - f Fil' C (TVj''^)^"'" ® K telles que 

est faiblement admissible J ' 1 VA' C (iV^O^"'" de dim.l Fil' n {N' ® K) ^ (0) 

la condition portant done sur les sous-isocristaux D-stables de dimension n dans [N , ip) qui sont 
parametres par P ( (N^"^)^ ^] (F) oil pour E un F-e.v. on note P(£') I'espace des filtrations de 

codimension 1 de -E ct ¥{E) ~ P (E') I'espace des droites de E. La relation d'incidence entre P(£') 
et P{E) est donnce par : pour H G P(£'), -ff dcfinit une droitc D dans E ct done un hyperplan 
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encore note H dans f(E) forme des filtrations contenant D. Ainsi P(£') paramctre les hyperplans 
dans f{E). On a done 

r (7V^^ ^, Fil) faiblement admissible 1 ^ ^ , , ^ 

I Fil D-stable J 

Oil 17 dcsigne I'espace de Drinfeld vu comme espace de Berkovich. 

Dit d'une autre fagon, Q.[K) est I'ensemble des filtrations Fil de codimension 1 dans N^"^ ®l K 
telles que I'applieation suivante soit injective 



4. Description de A4^'^{K)/ ^ en termes de modules filtres 

II s'agit ici d'ctendre la theorie de Fontaine des modules faiblement admissibles pour les groupes 
de dimension 1 a des corps K non forcement de valuation discrete. 

Soit un couple {H, p) oh H est un O- module 7r-divisible sur Spf(C'/i-) et p une rigidification 
avec H modulo p. L'algebre de Lie de la O-extension vectorielle universelle de H , M, est munie 
d'une filtration Fil C M telle que Af/Fil ~ uj^j. La nature cristalline de la O-extension vectorielle 
universelle induit un isomorphisme 

p, : B(H)q (g>LK ^^ M[-] 

P 

et FHh = P«r"^(Fil[-]) C B(]HI)q K est une filtration de codimension I. 

Proposition 4-1 ■ — L'application precedente {H,ph) >— > FUh induit une bijection D^ - 
equivariante 

M^^{K)/ ^^U P (D(H)q) {K) 

Demonstration. C'est une consequence de I'existence du domaine fondamental de Gross Hopkins 
et du fait que la restriction du morphisme des periodes a ce domaine est un isomorphisme d'espaces 
rigides (cf. [10] et [6]). 

Plus prccisement, etant donne une filtration Fil e P(/i) il existe un entier i tel que IT. Fil 
soit dans I'image du domaine fondamental de Gross-Hopkins. II existe done un couple [H, p) G 
M.'~'^ [K) induisant H\Fil. Alors, H~\(iJ, p) induit Fil, d'oii la surjectivite de l'application. 

Pour I'injectivitc, si {H,p) et {H',p') induisent la meme filtration alors la quasi-isogcnic 

p' op-^ -.H® Ok/pOk -^H' ® Ok/pOk 
est telle que l'application induitc 

{p' o p-i), : Ue{E{H)) — > Ue{E{H')) 

verifie 

Ela e N (/?' o p^'^)^{ujhd) C p^^'loh'o 
et done d'aprcs la theorie de Messing I'isogcnie 

p"p' o p-i : (iJ, p) — > {H\ p') mod p 
sur '&])ec[0 K / pO k) se releve en une isogenic : {H,p) ~ {H',p'). D 

Remarque 4- 2. — II se pent qu'en general pour des espaces de periodes plus gcncraux l'applica- 
tion des periodes ne soit pas surjectivite sur les /v-points ! i.e. qu'un module faiblement admissible 
ne provienne pas forcement d'un groupe p-divisible sur K quelconque. Par contre le calcul des 
fibres de l'application des periodes (la partie injectivite dans la demonstration precedente) reste 
valable en general. 
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5. Description de M. {K)/ ~ en termes de module filtre 

Soit (G,p) ou G est un O^i-module formel special sur Spf(C'K) ct p unc rigidification avcc G. 
Soit M Fextension vectorielle universelle dc G qui est filtrcc via Fil C M oii il//Fil ~ loq. II y a 
une decomposition sous I'action de F„ 

A/= M, ct Fil= Fil, 

d'oii un element Filc.o = p;7^(Filo) C D(G)q,o ® K, Fil^o e ^{K). 

Proposition 5.1. — L'application {G,p) i— > FUqa induit une bijection GLn{F)-equivariante en- 
tre M'^^'iK)/ ~ et n{K) avec 

n{K)^P{]D{G)Q^o)iK)\ \J H{K) 

HeP((D(G)Q.o)^=n)(F) 

Demonstration. Cela resulte de cc que l'application des periodes est un isomorphisme rigide 
pour les espaces de Drinfeld, de I'egalite n{K) = ^.{Ok) oil fl est le schema formel de Drinfeld, 
du thcorcmc de Drinfeld et du fait que les deux applications de periodes, celle definie par Drinfeld 
et celle definie dans [12], coincident. D 



6. Prolongement des isogenies 

6.1. Prolongement. — Soit H un groupe p-divisible sur Spec(C'K). Soit C I'ensemble des classes 
d'isomorphismes de couples {H' , /) oil H' est un groupe p-divisibles sur Ok et f : H' ^ H une 
quasi-isogenie sur Spec(C'K). Pour un tcl couple Tp{f) : Tp{H') ^^ Vp{H). 

Lemme 6.1. — L'application 

C ^> { reseaux Gal{K\K) — stables dans Vp{H) } 
{H'J) ^ ImTpif) 

est une bijection. 

Demonstration. C'est une consequence de ce que pour Q un groupe fini localement libre sur 
Ok et / C Q,j un sous-groupe fini localement libre il existe un unique prolongement I ^^ Q de 
I'inclusion / C 5,, oii I est un sous-groupe fini localement libre. Le groupe X est obtenu par 
adherence schematique (cf. le chapitrc 2 dc [13] pour le cas de valuation discrete et le lemmc qui 
suit en general). D 

Lemme 6.2. — Soit E C 1^" un sous-K-espace vectoriel. Alors, EClO^ est un OK-'module libre 
de rang fini facteur direct. 

6.2. Definition de I'action de GL„(F) sur A4^{K). — On a dcfinit unc action dc GLniOp) 
sur A4^{K). Utilisons le lemme precedent pour etendre cette action a GL„(F). Solent [{H, p, rj)] e 
A4^ {K) et g ^ GL„(i^) (les crochets signifient que Ton prend une classe d'isomorphisme de 
triplets). D'apres le lemme precedent au reseau Galois-stable ri{g.Op) dans Vp{H) correspond une 
quasi-isogenie ip : H — > H' sur Spec(C'if) telle que (p~^{Tp{H')) = i]{g.Op) oii ip^ : Vp{H) -^^ 
Vp{H'). On pose alors 

g.[{H, p, 77)] = [{H', {if mod p) o p,(p^ or]o g) 
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7. Description de A4^{K) en termes de modules filtres rigidities 

Definition 7.1. — Soit [{H,p)] S A4^^{K)/ ~. Unc rigidification du module dc Tate de la 
classc d'isogcnic [(iJ, p)] est un isomorphismc de modules galoisiens 

Ty : F" ^ V,{H) 

qui induit done naturellement \/{H',p') ^ {H,p) un isomorphisme 

F" -^ Vp{H') 

via I'isomorphisme canonique Vp{H) -^^ Vp{H') induit par le relevement de la quasi-isogenie 
p'p^^ sur Spcc{Ok)- 

Proposition 7.2. — L 'application naturelle 

M^{K) > {{[{H,p%ri) I [{H,p)] e M^'^{K)/ - et r/ une rigidification } 

est une bijection GLn{F) x D^ -equivariante. 

Demonstration. Decrivons I'inverse de cette application. Soit {[{H, p)],ri) dans le membre de 
droite. D'apres le lemme 6.1 il existe un unique {H' , p') ~ {H,p) tel que 

ry : O^ -^ Tp{H') 

On associe alors a {[{H, p)],ri) le triplet {H' , p',ri'). On vcrifie aiscment que ces deux applications 
sont inverses I'une de I'autre. D 

Ainsi les fibres de I'application A4^{K) — > J^'~'^{K)/ ^ sont des GL„(F)-torseurs. Soit 
U C GL„(Oi?) un sous-groupe compact-ouvert et M.^'^ [K) I'ensemble des i^-points de Tespace de 
Lubin-Tate en niveau U (que nous n'avons pas dcfini dans cet article). En fait on a la decomposition 
plus precise d'extensions "Galoisiennes" 



CT( 




GL„(F) 



M'^^{K)/ ^^P(]D>(H))(ii') 

et on pent done ainsi dire que I'espace des periodes de Gross-Hopkins est le quotient de I'espace 
de Lubin-Tate en niveau infini par GL,i(F). 

Theoreme 7.3. — II y a une bijection GLn{F) x D^ -equivariante entre I'ensemble M.^ [K] et 
I'ensemble des couples (Fil,^) oil 

FtleF{]D){M)^){K) 

C = (Ci,---,Cn) ou 

Vi e Homo{F/OF,M(S)^ Ok/pOk)[-] 

p p 

sont lineairement independants sur F i.e. induisent une injection F" ^-^ Homa{F/OF,V[ (E) 

Ok /pOk)[-], et \/i le morphisme induit sur revaluation du cristal de Messing sur I'epaississement 

Ok ^ Ok/pOk, Q* ■■ K -^ D(H) (g) K, verifie Q*{1) e Fil. 

Demonstration. II s'agit d'une consequence de la proposition precedente couplee a la proposition 
4.1 et au critere de relevement de Messing vis a vis de I'idcal a puissances divisccs engcndrc par 
p. Dans cet enonce, si (ei)i<i<„ est la base canonique de F" on a pose 

Ci = p"^ o (77(64) mod p) 

D 
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7.1. Description de A4^{K) en termes d'algebre lineaire. — Cette sous-section ne sera 
pas necessaire dans la suite mais donne une description purement en termes d'algebre lineaire de 

Theoreme 7.4- — Supposons F ~ Qp. II y a une bijection GLn{F) x D^ -equivariante entre 
I'ensemble J^^{K) et I'ensemble des couples {Fil,£^) tels que 

raeP(B(H)Q)(A') 
et 

(qui est alors automatiquement un isomorphisme) 

Demonstration. II s'agit d'unc consequence de la proposition 7.2 couplcc a la proposition 4.1 et 
au thcorcmc A. 4. D 

8. Description de A4^{K) en termes de modules filtres rigidifies 

Definition 8.1. — Soit [(G, p)] £ M.'^'^{K)/ ~. Une rigidification de la classc d'isogcnic [(G,/?)] 
est un isomorphisme de U-modules galoisicns 

r^:D^^ Vp{G) 

qui induit done naturcUcmcnt \f{G',p') ^ {G,p) un isomorphisme 

D -^ Vp{G') 

via I'identification Vp{G) -^^ V^(G') induite par le relevement de p' p~^ . 

Remarque 8.2. — Dans la proposition prccedentc la donnce de ry est equivalente a celle de 
C = rKl)eHomo(F/OF,G)[i]\{0}. 

Proposition 8.3. — L 'application naturelle 

M^\K) — > { ([(G,p)],?7) I [(G,p)] e M^''{K)/ ^ et r] une rigidification } 

est une bijection GLn{F) x D^ -equivariante. 

Demonstration. EUc est idcntiquc a cellc de la proposition 7.2 en utilisant le lemme 6.1. D 

Comme pour I'cspace de Lubin-Tate il y a une description pour U C O^ un sous-groupc ouvert 

) u 




Theoreme 8.4- — II y a une bijection GLn{F) x D^ -equivariante entre I'ensemble A4^{K) et 
I'ensemble des couples {Fil,Q oil 

Filen{K) cP(©(G)q,o)(A") 

et 

CeHomo{F/OF,G®OK/pOK)[-]\{0} 

P 

est tel que si C,^ : K —> D(G)q CE) K est I'application induite sur revaluation du cristal de Messing 

alors si 

i£Z/nZ 
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Vi n-''c,(i), G Fii 

Demonstration. C'est une consequence de la proposition precedente couplee a la remarque 8.2 
et au theoreme de relevement dc Messing. Dans I'enonce on a pose 

( = p^^ o (77(1) mod p) 

n 

8.1. Description de Ai^{K) en termes d'algebre lineaire. — Comme dans la section 7.1 
cette section ne servira pas dans la suite. 

Theoreme 8.5. — Supposons F ~ Qp. II y a une bijection GLn{F) x D^ -equivariante entre 
I'ensemble M'^{K) et I'ensemhle des couples (Fil,^) ou 

Fil e Vl{K) C ¥{0{G)qfl){K) 
C G ra(©(G)Q,o ® Bt„,{OK)r-'''^^y'-P \ {0} 

9. La bijection au niveau des points 

A : H" — ><G 



et 



On fixe 



une quasi-isogenie compatible a Taction de Od comme par exemple celle definie dans la section 3. 
On fixe un isomorphisme 

(2) n^)iT ^ p 

qui induit via A un isomorphisme 

n^)lf ^ F- 

et induit done 

B((G)q.o ^ i" 
De plus, I'isomorphismc (2) induit cgalcmcnt un isomorphisme D(H)q,o — -^ et 



1)(H)q= ©(H)q,, -:-^ ©(H)^_o ^ L" 



E n-j 

Le choix de Pisomorphisme (2) et de ceux qui s'en suivent n'est pas vraiment necessaire a la 
demonstration mais pcrmct d'identifier les espaces de pcriodcs du cote Lubin-Tatc ct Drinfcld a 
des sous-espaces de P". 

Rappclons que Ton a des extensions dc corps values 



A'l^l^lQp 



et un isomorphisme L c^ F . 



18 LAURENT FARGUES 

9.1. L'application M^iK) — > M^{K). — Soit {G^pcm) S M^iK). Rappclons (cf. 
theoreme 8.4) qu'on lui associe un couple (FilcCc) ou 

File G fi(A') 

et 

Cg e ^omo{F/Op, G Ok/pOk)[-] \ {0} 

P 

Soit 



Cg* : if ^ D((G)q ® if 
l'application induite au niveau de revaluation des cristaux de Messing sur I'epaississemcnt Ok ^> 
Ok/pOk- Considerons le compose 

K ^^^ B(G)q ® K ^ll ID)(H)^ if = e,gz/„2 ©(H)^^^. ® if 

1 I ^ (aij)l<j<nj"GZ/nZ 

et posons Xij = Il^^aij £ D(]HI)q_o ® K '^ K . Soit 

X = (xy),j e M„(is:) 

Lemme 9.1. — L'application K -lineaire de A"" dans lui mime induite par X a pour image FHq. 

Demonstration. D'apres le theoreme 1.1 et la remarque 1.3 le sous-module engendre par Timage 
de Cg* dans D(G)q K est -g^, ^XI-TilG. H en resulte aussitot que 

K{x,o)r + ■■■ + K{x„^\ = File C if" = ©(G)q,o ® K 

□ 

Definition 9.2. — On note Fil^ G P"(A') I'image de *X dans if" i.e. le sous-espace engendre 
par Ics lignes de X . 

Via I'idcntification D(H)q t^ K ~ if" si 

X -^^^ D((G)o ® if ^^ D(]HI)S ® K 



1 1 *- (aO» 

alors Filff e P(©(H))(if ) est I'image de l'application A'" — > ]D)(H)q ® if definie par (a,),. 

La filtration Fil// dcfinit done d'apres la proposition 4.1 un element M.'~'^ [K)/ ~ dont il reste 
a definir la rigidification du module dc Tate (cf. theoreme 7.3). Considerons le compose 

F/Of -^ G ® Ok/pOk -^^ H" ® OkIpOk 
qui fournit des elements 

Pour un entier i G {1, . . . ,ri} le morphismc induit entre cristaux de Messing evalues sur Ok -^ 
Ok/pOk est 

(C//,.)* : if ^^^ D(G)q ® if ^^ D(H)5 (g) if ^1^ D(H)q ® if 

1 1 s-aj 

et done Vi Im((Cff,i)*) C Fil/f. 
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II rcste a voir que Ics {(ha) sont F-lineairement independants. Mais si {Xi)i £ F^ est tel que 
J2i'^iCH,i = alors {Xi)i definit una forme lineaire sur F". Et I'egalite J^i'^iCn.i implique sur 
revaluation des cristaux I'egalite J2i ^i{^ij)j = et done ^^ \i{xij)j = ce qui implique d'apres 
le lemme 9.1 que la forme lineaire associee a {\i)i s'annule sur Filg. Si {\i)i est non-nul alors File 
est egal au noyau de la forme lineaire associee, est done defini sur F et contient done a fortiori 
une droite i^-rationnelle. Done, puisque File G Vt{K), \/i Xi = 0. 

D'apres Ic thcorcme 7.3 on en dcduit un triplet {H, pH,'!]^) E A4^{K). 

9.2. L'application M^{K) — > M^iK). — Soit {H,ph,Vh) e M^{K). Rappelons (cf. 
theoreme 7.3) qu'on lui associe un couple (Fil/f,(^/f) oii 

Fiiff e p"(ii:) 

et 

C,H = {C,hA^ ■■ F" ^ Romo{F/OF,M^OK/pOK)[-] 

P 

Soit 

K ^^"'"^•••'^"'"•^ > B(H)5 ® K ^^ e,ez/„z ^im,, ® ^ 

l'application induite sur revaluation des cristaux sur I'epaississement Ok -^ Ok/pOk- Notons 
Xij = li-'^a^j e D(HI)q,o <»K ~K. Alors, 

X = (xyO.j e M^{K) 

Lemme 9.3. — L'endomorphisme K -lineaire de K"' induit par ^X a pour image FHh ■ 

Demonstration. C'est une consequence du theoreme 1.1. D 

Definition 9.4. — On note File = Im(X) e P"(A') = P(D((G)q.o)(A') via ID)(H)5^_o c^ 0(G)q,o 
induit par A. 

Proposition 9.5. — Fila G Vl{K) C P (©(6)^^=") {K) 

Demonstration. On a 

File = K{x^l)^ -\ + K{x^„)^ 

Soit (/ij)j e K"- tel que 

3 
Soit alors la forme _F- lineaire a valeurs dans F dcfinic sur Vp{H) par 

V : Cha ' — > ^ f^jXtj e F 
3 

EUc definit un clement de Vp{H)* . D'apres le coroUaire 2.2 dans la suite de Hodge- Tate de H^ 

-^ ijj*fjD ® K -^ Vp{H)* ®F K ^ujH®K ->Q 
l'application Vp{H)* — * loh ® K est injective. Or 

[Vp{H)* ®fK^ujh®K] = [kera -> Vp{H) ®f K]* 

oh a : Vp{H) ®f K — > ]D)(]HI)q ® K est l'application de matrice *'{aij)ij. Mais iy9|kora = P^r 
definition. Done (^ = et ^ pj{xij)i = 0. D 

On obtient done d'apres la proposition 5.1 un couple {G,pg) G A4''^^'{K)/ ~. Reste a definir 
une rigidification dc G. Considcrons le morphisme compose 

Cg : F/Of ^''"'"'•••''•""•"^ ' H" ® Ok/pOk -^ <G ® Ok/pOk 
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On vcrific aussitot que par definition de File le morphisme induit au niveau dc revaluation des 
cristaux a son image contenue dans Fil^. D'apres le theoreme 8.4 on obtient done un element 
{G,pg,Vg)- □ 

9.3. Les deux applications sont inverses I'une de I'autre. — Cela ne pose pas de probleme. 

9.4. Retragage des actions. — 

Proposition 9.6. — Dans la bijection entre A4^{K) et A4^{K) si 

(H,ph,Vh) ' — > {G,pg,Vg) 
et {g,d) e GLn{F) x D^ alors 

{g,d).{H,pH,m) ' — ' C9,d~^)-{G^PG,r]G) 
Demonstration. Cola ne pose aucun probleme. D 

9.5. Bijection entre les points de I'espace de Berkovich associe. — Soit K ^^ K' une 
extension isometrique de corps values complets pour une valuation de rang 1. On verifie alors 
aussitot que le diagramme suivant est commutatif 



Pour * G {jOT, Vr} posons 



\M*J=l[^*ooiK)/ 



K 



ou pour X £ M%^{Ki) et y E Mla{K2) x ^ y ssi il existe une extension valuee comme 
prccedcmmcnt 



K 




telle que x et y aient meme image dans Ail^{K3). 

Cette classe d'equivalence est bien definie au sens oil c'est un ensemble. Cela resulte de I'ex- 
istence de modeles entiers de nos espaces qui implique que Ton pent se limiter a des corps K de 
cardinalite bornee. On a done une bijection GL„(i^) x £)^-equivariante 

Le choix de modeles entiers de nos espaces permet de munir ces ensembles d'une structure d'espace 
topologique localement compact et I'existence de risomorphisme au niveau de ces modeles entiers 
([7]) impliquera que la bijection precedente est un homcomorphisme. 

10. La matrice X 

Les triplets (H, pn, ^1h) ct (G, PGiVg) qui se correspondent out en commun la matrice de rang 
ri — 1 X £ Mn{K) oil comme precedemment on identific 

Celle-ci verifie 

- Les lignes de X engendrent FHh G P"(A') 

- Les colonnes de X engendrent File G ^{K) 



L'ISOMORPHISME ENTRE LES TOURS DE LUBIN-TATE ET DE DRINFELD AU NIVEAU DES POINTS 21 

Supposons maintcnant pour simplificr que F = Qp. Alors, X posscdc un relevement 

Xe„, eM„(i?+_(OK)) 

i.e. via 9 : B'^^-^{Ok) -^ Oj^ on a 9{Xcris) = X. Ce relevement est defini de maniere similaire 
a X en evaluant les cristaux sur AcrisiOx) -^ O^/pO^, au lieu de Ok -^ Ok/pOk (cf. Ics 
propositions 11.1 et 11.2 de la section 11 pour plus de details). 
De plus, 

dct(X,„,)eQ;.f 

oil la valuation de relcmcnt de Q^ est lice aux hauteurs de Ph,Pg ct A (cf. la section suivante). 
Si 

/Op \ 



$ 







p 



V 

est la matrice du Frobcnius de D(H)q relativement a la base definic par I'isoniorphisnie D(IHI)q^o 



L et I])(H)q ~ ejD(H)Qj 
(3) 



i:,n- 



©j-D(H)q,o 



ip{Xcrts)*'^=pXc 



oil ip{Xcris) est obtenue en appliquant le Frobcnius cristallin a tons les elements de la matrice 
Xcris- On pent montrcr la proposition suivante : 

Proposition 10.1. — Les espaces Ai^{K) etM.^{K) s'envoient surjectivement sur I'ensem- 
ble des matrices X £ M„ (A') de rang n — 1 possedant un relevement Xcris « B^^^^ de determinant 
non-nul et verifiant I'equation (3). De plus les fibres de cette application en X sont en bijection 
avec V ensemble des relevements de X de determinant non-nul satisfaisant a I'equation (3). 

Cette ensemble de matrices est muni d'une action de GL„{F) x D^ de la fagon suivante : 
I'isomorphisme D(H)q ~ L" induit un plongement D^ ^^ GLn{L). Alors 

y{g,d) e GLn{F) X D'' VX {g,d).X = *gXd-^ 

Les applications precedentes sont compatibles a cette action. 



M^^iK) 



-^ertodes 



P"(a:) 



{XeMn{K)\i-gX = n-l} 



.X^ImX 



Xi-^Im'X 



P"(A'] 



Mg^iK) 



Periodes 



^n{K] 



Demonstration. II s'agit d'une application du theoreme 7.4 enonce dans I'appendice. 



D 



Remarque 10.2. — Dans la proposition precedente on pent enlever "de determinant non-nul" 
si Ton se rcstrcint aux X tclles que IxnX G il(A'). 
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Remarque 10.3. — Pour les corps locaux de caracteristique positive A. Genestier et V.Lafforgue 
donnent une interpretation geometrique comme points d'un certain schema formel de I'analogue 
en caracteristique positive de I'ensemble des matrices Xcris solutions de I'equation precedente. II 
n'existe pas de telle interpretation en caracteristique zero. 

11. L'isomorphisme conserve le degre 

II s'agit dc dcmontrer que pour un choix convenable de A le diagramme suivant commute 

MZ'-iK) M^^iK) 




oil les applications vers Z sont Ics applications hauteur rcnormalisccs des quasi-isogcnies uni- 
verselles. Cela implique en particulicr que les tours dc Lubin-Tatc ct Drinfcld classiqucs, les fibres 
en hauteur zero, sont isomorphes. 

Plus precisement, si / est une quasi-isogenie entre O-modules formels on note hto(h) = 
ht(/)/[F : Qp]. Mors I'application M^iK) — > 1 est 

{G,pg,Vg) ' — ' i^io{PG)/n 
et I'application Ai^ {K) — > Z est 

{H,ph,Vh) ' — >hto{pH) 

On va appliquer le theoreme A. 8 de I'appendice. Afin dc simplificr on sc limite au cas F ~ Qp, 
le cas general etant laisse au lecteur. 

Supposons que risomorphismc D(]HI)q_o — L fixe au debut de la section 9 proviennc d'un 
isomorphismc D(EII)o — Cl- 



Proposition 11.1. — Soit {H,ph,Vh) e M^{K). Soit £, : Qp/Zp — > H" (g) Ok/pOk associe 
o- Vh, Ph et la base canonique de Z" Soit 

le morphisme associe sur revaluation des cristaux. Soit Xcris G M.n {Bcrisi^K)) lo, matrice as- 
sociee via 

Alors det {Xcris) ~ A.i G Qp .t et de plus 

Vp{X) = -ht{pH) - -n{n - 1) 

Demonstration. Soit Mq C D(IHI)q le module de Dieudonne de H (Eiok ^ 

Mo^B{pH'){B{Hk)) 
D'apres le theoreme A. 8 de I'appendice, dans l'isomorphisme 

Tp{H) ®z, S+„, ^ Mo ®o, B+„^ 
on a 

n n 

f\Tp{H)®OL=t.f\Mo 

Dc plus, [Afo : D(H)] = ht(pi/). Via l'isomorphisme I])(]HI)q ~ ©jez/nzD(lHI)Q,o Ic rcscau ©(H) 
s'envoit sur 

n-^©(H)o 
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Soit W Pimagc dc Tp{H) dans ©jID)(H)o ®Ol Bt„s- Alors 

n 

^W®Ol^ p-'''(''«'-^"("-i)i.D(M)o 
D'oii Ic rcsultat. D 

Proposition 11.2. — Soit {G,pG,m) e M'^{K). Soit C = Pg^ ° ^g(I) : Qp/^p — > G 
Ok /pOk et ^ ^ A~^ o C : Qp/Zp — > H" ® Ok/pOk . Soit Xcris lo- matrice associee comme dans 
la proposition precedente. Alors det(Xcris) ~ A.i G Qpt et 

Vp{X) = ~ht{pG)/n - ht{A) 

Demonstration. La demonstration est identique a celle de la proposition precedente. On applique 
le theoreme A. 8 de I'appendice. La matrice des periodes de G est n-copies de la matrice Xcris- On 
en deduit que det{Xcris)"' est donne par la valeur annoncee. D 

Corollaire 11.3. — Si hto{A) — ^n{n~l) alors la bijection entre M^ {K) etM.^{K) respecte 
les hauteurs normalisees. 

Corollaire 11. 4. — Soit {H,pH,riH) £ Moc{K) tel que ht{pH) = 0. Alors, le couple {G^pc) 
associe dans Vespace de Rapoport-Zink sas niveau est I'element de ^{K) C A4^^{K) donne par 
le dual de la decomposition de Hodge-Tate de H couple a tjh. Plus generalement, soit {G,pg) le 
point de fl[K) associe a la decomposition de Hodge-Tate de H et a rjH . Le point de A4^''{K) 
associe par I'isomorphisme de Faltings est alors 

12. Un point de vue different sur la bijection 

Nous allons redcmontrcr la bijection precedente d'un point de vue "dual" . En particulier, au 
lieu de considcrcr dcs filtrations Fil// £ P",FilG G O nous considererons plutot les quotients 
A'" -» K"/Fi\H, K^^ -» A'"/FilG- Cc point dc vue se prete mieux lorsque Ton travaillera sur 
une base quelconque (c'est a dire plus sur un point comme dans cet article) puisque que pour un 
fibre vectoriel £ il est plus commode de dcfinir P{£) comme classifiant les quotients localement 
libres de rang I £ ^* C (en tons cas cela est plus facile a platifier par eclatements) . En effet, dans 
le cas d'une base quelconque Tapproche des sections precedentes nous conduirait a definir FHh 
comme sous-module engendre par certaines sections ce qui est moins commode. De plus la matrice 
definissant ces sous-modules serait une section de D(IHI)q ® Ojei-] — Mn{Ox[-]) oii X est I'espace 
de Lubin-Tate ou de Drinfeld en niveau infini. II faudrait done proceder a de nouveaux eclatements 
afin de rendre I'espace engendre par les lignes et celui par les colonnes localement facteur direct 
entier (cette derniere justification est quelque peu hypocrite puisque de toutes fagons dans la 
demonstration finale on devra a un endroit rcndrc entier I'application des periodes). Le point de 
vue qui suit pcrmet de construire directement une application entiere du sommct dc la tour de 
Lubin-Tate (resp. la tour de Drinfeld) vers le schema formel de Drinfeld (resp. P"~^). 

Commengons par faire le lien entre le point de vue precedent et celui qui va suivre. 

12.1. Identification de AT" -» K" /FHh avec I'application de Hodge-Tate de G^ . — 

Soit {G, pcVg) G -^Srl^)- Rappelons qu'on a dcfini une matrice X telle que ImX — File et 
Im*X = FHh- Tout repose sur une bidualisation, I'exactitude de la suite de Hodge-Tate ainsi que 
sur un analogue de I'enonce d'algebre lineaire suivant : soit u : Ei ^ E2 une application lincaire 
entre deux A'-espaces vectoriels de dimension finie, il y a alors une identification canonique 

[A* -^ A*/Im*u] ~ [kerw ^ Ai]* 

L'analogue est le suivant : pour E un D (E)f AT-module de type fini (a gauche ou a droite) posons 

r(A) = Homc^^L(A,D(H)Q) 

un A'-cspace vectoriel dc dimension finic. Alors, 

(4) \fu: Ei^ A2 [r(Ai) -^ r(Ai)/Im^u] ~ F [kcru ^ Ai] 
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Notons maintenant pour W un K-c.v. $(W) = W* le dual usucl. Si E est un D (E)l -ftT-module dc 
type fini a gauche, resp. a droite, alors ^{E) est naturellement un D ®l A'-module de type fini a 
droite, resp. a gauche. 

II y a alors un isoniorphisnic naturel de bidualite pour E comme ci-dessus 

r o $(£;) ~ id)(ei)q,o ®l Eo 

ou comme d'habitudc Eq — {x £ E \ \/a <E En a (g) l-x ~ I (S^ a.x }. 
Lemme 12.1. — Soit I'application D ®f K-lineaire composee 



Vp{G)(E>FK- 



®lK 



u: D ®F K ;^ 

Procedons aux identifications suivantes : 

T{D(g)FK) 

f 
et 

r(D(G)Q ®L K) -^ 
I ^ 
via I'isomorphisme (2) et A. Alors 

^u : i^" 
s'identifie a, *X et done Im{^u) — Filff. 

Demonstration. II suffit de retracer les differentes identifications. 



K 



/(1®1) 



77omi(©(G)Q,o,B(H)Q,o) ®l K ^ i^" 

/|D(G)q,o«1-R' 



n 



Remarque 12.2. — Etant donne que le module de Tate de G est trivialise et que detV^(G') ~ 
Qp(l) on en deduit que Qp(l) est trivialise et que done I'application de Hodge- Tate de G^ est 
dcfinie sur K : uqd : Vp{G^) — > log ® K- En d'autres termes Qpifip'^) C K. 



(V^p(G^)®fA-)o ^ coGfi^K 



Corollaire 12.3. — II y a des identifications canoniques 

[©(H)q ®K ^ D(e)Q ® K/FiIh] ^ 

~ []D>{n)q^K ^LUGfi{-^)®LB{m)q^o 
oil Ogo est I'application de Hodge-Tate de G^ . 

Demonstration. Soit 



(-1)®lB(]HI)q,o 



E\ - — ■ — > E2 



Vp{G) ®F K ^i^ ]D)(G)q ®l K 



D'apres le lemme precedent 

f©(H)(n, K 



1)(H)q ® K/FHh] 



TiEi 



T{E,)/lm{^aG) 



qui d'apres I'identification (4) est isomorphe a 

r[keraG ^^1] 
Mais d'apres la proposition 1.4 (decomposition de Hodge-Tate) la suite 



— >uja(SK{-l) 
est exacte. Done, 

~ r [ker ac ^ Ei] 



-"„c(-i) 



Vp{G) (g)F K ^^ ©(G)q ®l K 



t Yo^\^p[G^)®fK-^ujg®K\[-\) 

^ [(V^p(G^) ®F K)^ (-1) ^ tOGfi ® K{-1)] ®L 0(e)Q,o 

Le dernier isomorphisme dans I'cnonce du corollaire provient de la rigidification i] : D > Vp{G) 

qui induit 

r o $ {Vp{G) ®F K) ^^ I])(E[)q ® K 
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D 

12.2. Identification de A" -» A'"/FilG avec I'application de Hodge- Tate de H^. — 

Soit {H, phjTIh) G M^[K). On procede comme dans la section precedente. Pour E un isT-espace 
vectoriel posons 

*(S) = Homi(£;,]D)(M)Q^o) 
Lemme 12. 4. — Soit Vapplication composee 

V : K''-^Vp{H)(g,F K 
Procedons aux identifications suivantes : 

*(B(H)q ®l K) 
oil la second identification utilise 

D(H)q= D(H)q., ^ 



■ D(H)q ®l K 



Q_o iC ~ D(G)q,o ®K via l^ 
/fom(]D)(H)Q,D(H)Q,o) ® K ~ K"" 



D(H)^_o ~ U- 



Alors *w : K^ — > D((C)q,o ® K s'identifie a la matrice X et done /77i(*w) = File- 
Corollaire 12.5. — II y a des identifications 



[D(G)q,o (E)K ^ B((G)q,o » K/FiIg] 



Vp{H 



D\ "H^ 



-^ ujh ® K 



(-l)®i©(H)Q,o 



,,0 ® AT ^ tjff ® K{-1) ®L ID(H)q,o] 



Demonstration. Soit 



E.^^E, 



Alors 

[1D)(G)q,o (E>K ^ D(G)q,o ® K/FUg] 



Vp{H)®FK^^ 



^ [ker a/f ^^ Ei] 



K 



^ o<t 



"f7D(-l) 



yp(i7^) ®F K{-1) " ' ■. UJH ® K(-l) 



VpiH") ®F K "^ uoH ® K 



(-1) ®L D(H)q,o 



ou on a utilise I'exactitude de la suite de Hodge- Tate pour H (proposition 1.4). 



D 



12.3. L'application M^iK) -^ M^{K). — Soit {G.pG^m) G M'^{K). 

12.3.1. Premiere etape : on met une structure d'isocristal sur le module de Tate. — Posons 

iV = HomD(Fp(G),©(H)Q) 

un isocristal rclativcnicnt a Tcxtension L\F si on Ic niunit dc Lp : N > A^ dcfini par ip.f ^ ip o f. 

12.3.2. Deuxieme etape : la rigidification du module de Tate induit une rigidification de I'isocristal. 
— L'isomorphisnic dc I?- modules rjc '■ D > Vp{G) induit un isomorphismc d'isocristaux 



ro(H)^ 



(N,^) 
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12.3.3. Troisieme etape : la filtration de Hodge-Tate induit une filtration du module de Dieudonne. 
— Considerons I'application de Hodge-Tate de G^ tordue par K{—1) 



(S) 



VpiGy^pK"""-^ ujG(E>Ki-l) 



Tcnsorisons cette suite 

{S) ®D8^L ro(H)Q ~ [TV ®^ L ^ WG,o(-l) ®L D(H)q,o] 
qui fournit done via la deuxieme etape un element 

FilHGP(©(H)Q)(i^) 

On obtient ainsi un couple [{H,p[{)] E M'~'^{K)/ ~. 

12.3.4. Quatrieme etape : construction d'elements dans le module de Tate de H. — Construisons 
un morphisnie 



Soit 



*:Homo^(G,H)[-]^T4,(if) 



Cg e RomiF/Op, G (g. Ok/pOk)[-] 

P 



comme dans le theoreme 8.4. Soit / G HoniOj^(G,IHI)[i]. Considerons 

/ o Cg e Honi(f /Of, H ® Ok/pOk)[-] 

V 

Pour le morphisnie induit sur les cristaux cvalucs sur I'cpaississement Ok ^> Ok IpOk 

(/oCg)* :A^^O(H)Q0i^ 



montrons que (/ o Cg)*(1) G Fil_ff • 
Via rjG ■ D -^^ Vp{G) le morphisme /* 



>K 



K s'identifie a 



D(G)q ^^ B(H)q 



{Vp{G)* ®fK)®d®l 



On doit montrer que Cg*(1) S (l^(G')* ® K)®d<^l^{^)q s'envoit sur zero par la composee donnee 
par la ligne pointillces diagonale dans le diagramme suivant 



{Vp{GY®K) ®D^L 



"g-d(-I) 



»(/), 



Id \ 



Mf) 



Id 



II resulte de ce diagramme qu'il suffit de verifier que I'image de Cg*(1) P^^i' I'application 

aco (-1) ® Id : {Vp{Gy ® K) ®d®l B(G)q — > ujg ® K{-1) ®d®l B(G)q 

est nulle. Mais si l : log" ® K ^^ ©(G)^ ® K ct *aG : ^^qd ® K — > Vp{G)* ® K est I'application 
de gauche dans la suite de Hodge Tate de G^ tordue par K{~1), ^ac S Vp{G)* ®K®ujgd^ alors 

CG*[l)^{Id®i){'aG) 

Le resultat se dcduit done du fait que dans la suite de Hodge-Tate de G^ la composee dcs deux 
applications est nulle : *aG o Q;go(^1) = 0- On a done bien defini I'application '^ . 
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12.3.5. Sixieme etape : rapplication ip est un isomorphisme. — II suffit dc demontrer qu'elle est 
injective. Soit done / tel que tpif) = 0. On verifie alors sur revaluation des cristaux que cela 
implique que pour ©(J) : D(G)q — > ID)(H)q 

©(/) e Homzj,^ (©(G)q, ©(H)q) ^-^ Horn (©(G)^_=n, ©(H)^_=n^ 
h I ^ '^MG)^:^'' 



Mais 



or 

[D((G)^^^n <E)K^ D(G)q,o ® K/l^Jcn^o <» K] e n{K) c P (©(G)^^^") (K) 
Done, e(/)|^^„«K = ^ B(/) = et done / = 0. 

La quasi-isogcnie A induit un isomorphisme 

F" ^^Homo^(G,H)[i] 
P 

et on obtient done une rigidifieation tjh de [{H, pn)] ce qui determine le triplet (iJ, pn, tjh) d'apres 
le theoreme 7.3. 

12.4. L'application M^{K) — > M^iK). — Soit maintenant (H,ph,7]h) £ M^{K). 

12.4.1. Premiere etape : On met une structure d'isocristal sur le module de Tate. — Soit 

qui est muni d'une structure d'isocristal en posant ip.f — ipo J . Notons que eet isocristal est muni 
d'une action de D puisque e'est le eas de D(]HI)q. 

12.4.1.1. Deuxieme etape : rjn rigidifie Visocristal. — L'isomorphisme ryj:/ : i^" -^^ Vp{H) couple 
a la quasi-isogenie A induit un isomorphisme d'isocristaux munis d'une action de D 

©(G)q ~ D(H)J^ -^U N 

12.4.2. Troisieme etape : la filtration de Hodge-Tate induit une du module de Dieudonne. — 
Considerons I'applieation de Hodge-Tate de H^ tordue par K{—1) 

(T) = [Vp{Hy ®K -^UJH® K{~1)] 
Aprcs application de — ®f in'(IEII)Q on obtient via la deuxieme partie une filtration D-invariante 

(T) ®L ©(15)0 ~ [ID)(G)q ®K ^uh® K{-1) ® P(e)Q] 
La partie "indiee zero" de cette application est obtenue par 

(T) ®L 1D)(H)q^o - [10(^)0,0 ®K ^UJH® K{-1) ® B(H)q,o] 
qui dcfinit File G P(]D)(G)q^o)(-^)- La- quasi-isogenie A couplee a r]H induit un isomorphisme 

VpiHY ®p I])(M)^;;n ^ ©(G)^;o'n 
D'apres le eorollaire 2.2 (T) G Q.{K) C ^{Vp{H)*){K). Done 

File G W<) C P fe(G)ro'n) {K) 



On obtient done ainsi un couple [{G,pg)] G ■M'^{K)/ 
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12.4-3. Quatrieme etape : Construction d'elements dans le module de Tate de G. — A la rigidi- 
fication tjh '■ F" -^^ Vp{H) est associee un element 

e e Hom(F/C>F,H" (x) Ok/pOk)[-] 

P 

qui compose avec A fournit (c £ Hom(F/C'i?,G Ok/pOk)[-]. H s'agit dc montrcr que sur 
revaluation des cristaux 

Cg*(i) e n^Fiic c b(G)q ® K 

jeZ/nZ 

Pour ccla il sufRt de verifier que 

r ^ff 

C*(l) e ker D(H)^ (g> K c^ Vp{Hy ® fsT ® D(H)q -» uh (E> K{~1) ( 

Or ccla rcsultc dc ce que ^*(1) G Vp{H)* C^ K C^ D(]HI)q est donnc par 

Vp{H) -^^^B{m)Q(g)K 

et dc ce que a^r>(— 1) o an = dans la suite dc Hodge- Tate dc iJ^. Done, (a dcfinit un clement 
de Vp{G). 

12.4-3.1. Cinquieme etape : Rigidification. — II sufRt dc montrer que (^g 6st non-nul mais cela 
est clair. On obticnt done d'aprcs Ic thcorcme 8.4 un triplet {GjPG^rjG) G -^^{f^)- 

12.5. Les deux applications sont inverses I'une de I'autre. — Ccla est moins clair que 
dans la premiere description dc I'isomorphisme. 

Partons de {G,pG,riG) & ■^^{K) ct soit {H,pH,riH) S Moc{K) Ic triplet associe. Soit 
(G", PG',VG') G ■M^{K) le triplet associe a {H, ph,Vh)- Rappclons que la filtration de V){G)q^K 
definissant {G' , pG') G M'^''{K)/ ~ s'idcntific a 

[Vp{Hy ®K^oJH® A'(-l)] ®L ■ 

via 



Rappclons que Ton a un isomorphisme 

Homo^(G,H)^^yp(if) 
et qu'alors I'identification ci-dessus sc resume a 

D(G)q ^^HoniF (Homo^(G,H)[i],D(]HI)Q) ^^- yp(i/)* ® D(H)q 

X I [/ ^ B(/)(x)] 

D'apres I'exactitude de la suite de Hodge- Tate de H^ 

ker {Vp(H)* ® K -^ ojg ® K{~l))®Ji{^)ii ^{h: Vp(H)®K — > 0{m)q®K \ a^ (x) = ^ h{x) = } 

Mais via I'identification Homoj3(G,H)[-!-] ~ Vp{H) I'application uh est 

/^(©(/)®/d)(CG*(l)) 

oil D(/) Id : D((G) ® K — > ©(H) ® A', Cg = Pg o f?G(l) ct (g* est I'application induite sur les 
cristaux. On en dcduit que la filtration definissant (G", pG') sur D(G)q K est 

{x G B(G)q»A' I V/ G Homi5,^ (e(G)Q,B(H)Q) (/®/d)(CG*(l)) = ^ {f®Id){x) ^Q)^ (/m(aG)^)^ 

qui est done egal a ImoiG qui pa-r surjectivite de I'application dc Hodge- Tate de G est la filtration 
definissant G. Done {G' , pG') ~ {G,pg). 

II est maintcnant aise de verifier que les rigidifications des modules de Tate de G" ct G coinci- 
dent puisqu'il sufRt de verifier qu'clles coincident modulo p, dans Hom(i^/Oi?,G Cg) Ok/pOk) ce 
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qui est immcdiat. Done {C , pc' ,ilG') ~ (GjPctig)- 

On verifie de la meme fagon que I'applieation composee 

est I'identite. 

Appendice A 
Theoremes de comparaison entiers relatifs pour les groupes p-divisibles d'apres 

Fallings 

Dans cet appendice on explique les resultats auxquels on pent parvenir a partir des niethodes 
de [3] pour les periodes cristallines et de Hodge- Tate des groupes p-divisibles sur les anneaux 
d'entiers de corps non-archimediens. Les demonstrations seront donnees dans [8]. 

A.l. Groupes p-divisibles sur les anneaux d'entiers de corps non-archimediens. — 

Soit A'lQp un corps value complet pour une valuation dc rang 1, c'cst a dire a valours dans M, 
etendant ccllc dc Qp. On note Ok son anneau des cnticrs ct k son corps rcsiducl. Fixons Okq C Ok 
un anneau dc Cohen. On a des extensions valuees K\Ko\Qp . Lc choix de I'anncau dc Cohen fixe 
en particulier une section e du morphismc Ok/pOk ^* k. Si k est parfait Oko — W{k). 

Par definition un groupe p-divisiblc sur Spf (Ok) est un systemc compatible dc groupes p- 
divisibles sur les (Spec(C'i<-/p"C'K))n>i (cf. le debut de la section 1 de [6]). 

Lemme A.l. — Soit G un groupe p-divisible sur Spf{OK)- Son equivalents : 

- G ®Ok ^k/pOk est isogene a un groupe constant H sur k : 

G ®Ok Ok/pOk - H ®k,e Ok/pOk 

- II existe un nombre reel A > 1 et H' un groupe p-divisible sur k tels que si mK.\ = {a; € 
K I Vp{x) > A } alors 

G ® OK/mK,x ^ H' ®k,, OK/mK,x 

- Soit R ~ ©/^^[[xijjjg/ I'anneau universel des deformations du groupe G ® k sur des Okq- 
algebres locales completes et G""™ la deformation universelle. II existe un morphisme 

X : SpfiOK) -^ SpfiR) 

i.e. X € Spf{R)'^"' (K) oil "" designe la fibre generique au sens des espaces de Berkovich, tel 
que G ~ a;*G'""™ 

Demonstration. — EUc ne pose pas de probleme. D 

On remarquera que si les conditions du Icmme precedent sont verifiees alors necessairement 
H' ~ Gfc ct on pcut choisir H = Gk- 

Definition A. 2. — Un groupe p-divisiblc satisfaisant les conditions cquivalcntcs du Icmme 
precedent sera dit isotrivial mod p. 

Remarque A. 3. — En utilisant des morphismes non-continus ©/^^[[xijjig/ — > Oc on pent 
construire des groupes p-divisibles non-isotriviaux mod p sur Oc ■ 

A. 2. Theoremes de comparaison. — On reprcnd les notations de la section prccedentc. On 
fixe un relevemcnt dc Frobenius a : Ok,, ^ ^Kq- Soit G un groupe p-divisible sur Spi{OK)- On 
note M I'algcbre dc Lie de I'extension vectoricUe universelle dc G. Celle-ci est filtree : 

— > ^G" — ^ ^^ — ^ ^G — * 

On note FilM = uiqd. On note £ le cristal de Messing (covariant) de G Ok/pOk sur le gros 
site cristallin nilpotent de [1] 

NCRIS{Spcc{Ok/pOk)/Spcc{Oko)) 
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ou Spcc{Oko) — > Spcc{Ok/pOk) est defini via la section e, ct 

le module de Dieudonne "classique" de G®k si k est parfait. II est muni d'une application a-lineaire 
If : Mq — > Mq associee au relevement de Frobenius a. 

Rappelons ([8]) que Ton dispose d'une 0/<-(,-algebre AcrisiOx) augmentee via 9 : AcrisiOn) -» 
O—. On note f le Frobenius cristallin sur Acris- 

L 'evaluation 

E = £a^„^-.o^ 

K 

est un j4cris-niodulc librc muni d'un morphismc (/3-lincairc (f : E — > E tcl que 

E®eO^^ M ®Ok ®0^ 
CO qui pcrmct dc filtrcr E via ¥i\E = 9^^ (Fi\ AI (^ O—) . On a done un iy9-modulc filtrc {E, ip, Fil_E). 

Theoreme A. 4 ([8]). — II y a un isomorphisme naturel Gal{K\K)-equivariant 

Tp{G) ^^ [Fil EY^'' 

Theoreme j4.5 ([8]). II y a deux inclusions naturelles strictement compatibles aux filtrations 
et a V action de Galois 

tE C Tp{G) ®z, A,„s C E 
Elles sont compatibles aux Frobenius cristallins lorsque Von munit Tp{G) ® Acris de p® Lp. 

Remarque A. 6. — Dans le theoreme precedent la filtration est indexee de la fagon suivante 

ViV {Tp{G) ® Ac„s) = Tp{G)®ViVAc„s 
Vi<-lFirs = E 

Fil"S = 9-^{Yi\M®0^) 

\/i>lYlVE = YlVArr.i..YlV 



K' 




Lorsque le groupe p-divisible G est isotrivial mod p son isocristal est engendre par ses section 
horizontales. On en deduit le theoreme suivant. 

Theoreme A. 7. — Supposons de plus que G est isotrivial mod p. II y a alors des isomorphismes 

Mo[i] ®Ko K ~ M[-] 
P P 

et 

comme ip-modules ou B^^.^^ = Acris [-]• 

II y a done des inclusions strictement compatibles aux filtrations 

tMoik ®Ko Bt„s C Vp{G) ®Q^ Bt„, C Mo[i] ®Ko Bt„s 

un isomorphisme 

Mo[-] ®Ko Bcris ^ Vp{G) ®q^ Boris 

avec Bcris = Bcris[~] 6^ ''J-^ autre isomorphisme 

VpiG) -^ Fil Uu-] ®Ko B+„ ^ 

oil sur Mq ® B^^^^, ip — ip ® ip et Fil est la filtration associee a celle de M[-] via I 'isomorphisme 
Mo[^]®K,Kc^M[^]et9. 

A. 3. Le determinant des periodes divise par 2i7r est une unite p-adique. — 
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A.3.1. Enonce et devissage au cas CM.. — Soit K comme precedemment et supposons de plus 
que son corps residuel est algebriquement clos (ce que Ton peut toujours realiser quitte a etendre 
les scalaires). Soit G un groupe p-divisible modulaire sur Spf(Oi<-) de dimension d et hauteur h. 
L'isomorphisme de Bcris-uiodules 

Vp{G) 0Qp Bc„s ^^ Ma[-] ®Ko Bens 

du theoreme A. 7 induit un isomorphismc iy9-cquivariant 

a : det Vp{G) ®Q^ Bens ^^ (det Afo)[-] <E)Ko Bens 

Plus precisement, il y a une inclusion de i?j^,j^-modulcs compatible aux filtrations et Frobenius 

u : TpiG) ® Bt„, ^ Mo ®Oko ^^.s 
de conoyau annule par t, d'ou une inclusion 

detu : dct Tp(G) ®z^ B+„, ^ (detMo) ®o^, B+„^ 

Via I'application de reduction modulo Fil -B^,j^ ct I'identification Mq ®Ok ^ — -^'^ ^Ok ^ (^^ 
M = Lie E{G)) 

(Mo ®Oko B+„,) /Fil^S+,,. (Mo ®Oko ^i,s) =^ M ®o^ t 

et Fil (Mq ® Bctis) '^^^ I'image rcciproque de FilM ® K (oii Fil7\/ = ^Jqd). II existc done d'apres 
le lemme de Nakayama une base (ei, . . . , e„) du iJ^j^-module Mq ® S^is telle que 

Fil (Mo ®Ok„ Bt„,) = B+„^ei ® • • • © i3+,,e„_d_i FiliS+„^e„_d ® . . . FiliB+„^e„ 
L'image de u est incluse dans Fil (Mo ® B^^,^^. On en dcduit que 

det u : det Tp{G) ® B+„^ -^ dot Mo (E>Oko ^^^"^B^^^ 
qui definit done un element 



P e (detrp(G)-i ®z, detMo (^Ok, Fil'' B+„ 



oil rappelons que ip agit par la multiplication par p sur Tp{G) (cf. theoreme A. 5). Mais Ic corps 
residuel de K ctant algcbriciucment clos 

(detMo,det(/j)~(0/^„,/-'^a) 

Done, 

_ d 

/? G dct(Tp(G))-i ®z^ (det(Mo))'^=^"' ®z, (fU'^ i3+_) ^""^ 
Mais puisque (cf. [8]) 

{fh'bQ' 



= Qp-f" 



Done 



/3 e (detrp(G))~^ ® (detMo)'^-^""' ® Qp.t'^ 



Les structures entieres det Tp(G) ~ Zp, detMo ~ Okq induisent une Z^-structure sur Qpf^. 
L'element (3 fournit done un element de Qp /Z^ .f^ 

Proposition A. 8 (Faltings). — L'element (3 est entier : (3 G Z^ .t''. 

Demonstration. Le groupe G etant modulaire on peut le mettre en famille : pour un morphisme 
X : Spf(OK) -> ^];>i{OKo[[xi]]i<i<d{h-d)), G = a;*G"™'' oil G"™" designe la deformation universelle 
de la fibre speciale de G. II existe de plus un rationnel a G Q>o tel que Vi Vp{x*{xi)) > a. Le 
morphisme x se factorise done en 

X : Spi{OK) -^C^ Spi{OKo[[x^]]^) 
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oiiC — Spf(i?) est un modele formel p-adique normal sans p-torsion sur Spf{OKo ) de la boule rigide 
formee des elements de valuation superieure ou egale a a. II y a done un morphisme de specialisation 
Acris{R) -» Acris{OK)- Sur Spec{R/pR) le groupes H (g) R/pR est isogene au groupe definissant 
I'espace des deformations. Done, si H designe le groupe p-divisible restriction de G""*" a C il y a 
un isomorphisme de comparaison 

Vp{H) ®Q^ B^„s{R) -^ Mo[-] (E)Ko Bc„s{R) 

(cf. [8]). On obtient comme precedemment un element 

(det Tp{H))~^ ®z, det Mq ®o.-„ Fil'' B+„,(i?)) ~ Qpt" 

oil la derniere egalite resulte de [8]. Et bien sur, via Acris{R) -^ Acris{OK), /?' *-^ /?• 

L'enonce du theoreme est done invariant par transport parallclc : on pent transporter (3 par- 
allelement en n'importe quel point du disque unite S\ii{OKo [[xi]]iY^ (quitte a agrandir le rayon de 
la boule). Le mieux est de choisir un point pour lequcl la matrice des periodes est diagonalisable. 
On pent par exemple prendre un point CM. ayant multiplication complexe par Z^fe oia h est la 
hauteur de G. En efFet, Paction de Z^h permet de diagonaliser la matrice des periodes si Ton prend 
des bases de vecteurs propres pour cette action. Le resultat est demontre dans la section suivante 
dans ce cas particulier. D 

A. 3. 2. Etude des periodes entieres des groupes p-divisibles ayant multiplication complexe par un 
ordre maximal non-ramifie. — Nous ctudions ici Ics periodes des groupes p-divisible CM. les plus 
simples, ccux ayant multiplication complexe par I'anneau des entiers d'une extension non-ramifiee 
de Qp. Soit done G un groupe p-divisible de hauteur h et dimension d sur Zph muni d'une action 
t : Zph —> End(G'). On pourra par exemple prendre lorsquc d = 1 Ic groupe formel d'exponcnticUe 

fiT) = ^ 



n>0 ^ 

qui est bien muni d'une action de Zph puisque V^ S Pph^i /{(T) ~ Cf{T) ou n'importe quel 
groupe de Lubin-Tatc de hauteur 1 pour I'extension Qph . 
Notons 

X:Gal(Qp|Qph)^Zp\ 

le caractere de Lubin-Tate. Notons a G Gal(Qph |Qp) le Frobenius et Vi x'^ = '^^ ° X- H resulte 
de la classification des representations cristallines abeliennes (Fontaine, cf. [14]) qu'il existe des 
entiers a^, < a^ < d tels que 

h~l 
i=0 

OU J2i^^ = d et aj = rg^ ^Lie(G')i avec 



LieG= Lic(G)i 



i(Z„h) agissant sur Lic(G)i via cr'. 

Considcrons I'application de comparaison 

Tp{G) (g)Zp Acrisi'^pi-) ^ Afo <8>Zph Acrisi'^ph) 

oil Mq est le module de Dieudonnc de la fibre speciale de G. L'action l permet de decomposer 

Tp{G) ®z, A,„s{^p.) - (Tp(G)®z, A,„,(Zph))^ 

ieZ/hZ 
Mo = Mo,,; 
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ou t(Zph ) agit sur la composante indexee par i via cr'. La naturalitc du morphisnic dc comparaison 
implique que celui-ci est somme directe de morphismes 

Apres choix d'une base de Tp{G) et A/o,i comme Zph-modules ce morphisme est donnec par la 
multiplication par un element Xi G Acris bicn dcfini modulo Z\. D'apres la compatibilitc striate 
aux nitrations du morphisme de comparaison si a^ ~ 0,Xi ^ Fil A^ris et Xi G Fil Acris sinon. 
Notons alors y^ £ Oc I'image de Xi dans Gr° Acris, resp. Gi^ Acris- 

Proposition A. 9. — Supposons d = I et soit io I'unique indice tel que ai„ ^ 0. Alors, 

h+i-io 

Wi < io v{yi) = —r - 

p" — 1 

Wi > io v{yi) 



Demonstration. La compatibilitc du morphisme dc comparaison a Taction de Gal(Qp|Qpfe) est 
equivalentc a ce que 

oil xg designe le caractere galoisien associe a Vp{G). Puisque d = \, xg ^ x" ° ■ Considerons 
maintenant le lemme suivant : 

Lemme A. 10. — Soit z e Oc^ tel que Vr G Gal(Qp\Qph) z^ = x('^)'^'-2- Alors, 

3j G N viz) G —j-j^ + Z 



Demonstration. Pour A G Q notons Oc ,>x, resp. Oc ,>a, les elements de valuations superieure 
a A, resp. strictement superieure a A. Notons q = p'\ Decrivons Paction de Gal(Qp|Qph) sur 
C'Cp.>A/C'Cp,>A — ^p- Fixons p^ G Qp un element tel que si A = ^ avec r A s = 1 on ait 
{p^y ~ p^. Soit To G Gal(Qp|Qph(p'^)) un relevement du Frobenius x i-^ x^ . L'inertie /q ^ agit 
sur Ocp.>\/Ocp.>\ via le caractere modere 

T ^ -^ mod Oc,,>x G Fp 

Ecrivons z = up^ oil u G O^ . Alors, modulo Oc ,>a 

T-0<Z) _ T^{U) T^t{p^) _t{u)_^ 



Vr G /o . Vfc G Z 



u p-^ u 



Quant au caractere x il verifie la congruence 



Vr' G Gal(Qp|Qp,0 x(r') = ^SETII g ^^_^ 



L'hypothcsc du lemme implique que 



VfcGZVr G/o . u"'-^'-^ 






nk \__E__ 

p9 -^ i^ 
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cc qui implique d'abord avcc t — Id que u G Fg et que Ton peut done supposer que u = 1 dans 
la congruence ci-dessus. De plus, pour /i G Q, le caractere modere 

h. ^ f;" 



r{pn 



est trivial ssi /i G 1[-]- Done, Mk ^1^ q^\ 2_ g I^-] ce qui implique facilement le lemme. D 

II rcsultc du lemme precedent que 

Vi > to 3j G N vp{yi) G — ^ + Z 

q\q- 1) 

h+i-io 

et Vi < io 3.7 G N i;p(yj) G -^ + Z 



Quant a j/i^, etant donne que dans Gr Acris t se transforme via A^q ^ /q o x st que u(t) = —^, 

3j eNvpiy^,) G 



p- 
1 



q^iq-l) 

Le morphisme de comparaison possede un quasi-inverse tel qu'avec composition avec celui-ei on 
obtienne la multiplication par t qui est de valuation l/(p — 1). On en dcduit que 



Vi < JQ < v{yi) < 






„h+i-io 

Vi < io < v{yi) < — 

9-1 

Remarquons maintenant que 

i 

ou /? G Zp, et 

v{P) + 7 = Y. "p(y*) ^ T 

p — 1 ^^-^ P — 1 

et done w(/3) = i.e. /3 G Zp et les valuations des j/i sont celle annoncees. D 

II resulte done de la demonstration de la proposition precedente que 

Corollaire A. 11. — L'enonce du theoreme A. 8 est vrai dans le cas de dimension 1 et de mul- 
tiplication complexe par TL^h ■ 

Attaquons maintenant le cas de dimension d quelconque. Commengons par remarquer qu'il 
resulte de I'ctude du cas de dimension 1 et du theoreme de Tate, H'^{Gq ,, ,Cp) = Qph, que 

Corollaire A. 12. — Pour tout entier i compris entre et h — 1, 

P' 



oil Zi G Cp est un element de valuation 



ph _i- 



II en resulte que I'on a une majoration des valuations des elements y^ (les pcriodes partielles). 
Sachant que W^ yi = (3 on en deduit le rcsultat facilement. D 

On renvoie egalement a I'article [2]. 
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